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Definicja 1 (Grupa) {G, V} nazywamy grupg jesli:

0) V jest dziataniem w G

1) V jest dziataniem tgcznym,

2) istnieje element neutralny e, czyli (3e € G)(Va € G)(aVe = eVa = a)

8) dla kazdego elementu z G istnieje element odwrotny, czyli: (Va € G)(Ja~! € G)(a"'Va =avVa™! =e)

Definicja 2 (Grupa abelowa) Grupe {G,V}, w ktdrej dziatanie V jest przemienne, czyli
(Va,b € G)(aVb = bVa), nazywamy grupg abelowq.

Twierdzenie 1 Element neutralny w grupie wyznaczony jest jednoznacznie.

Twierdzenie 2 Dia kazdego a z grupy element odwrotny a~' jest wyznaczony jednoznacznie.
Twierdzenie 3 (Prawo skracania w grupie) Niech {G, V} bedzie grupg, a,b,c € G. Wowczas:
1) aVb=aVe = b=c

2) bVa=cVa = b=c

Twierdzenie 4 (Wlasnosci grup) Niech {G, V} bedzie grupg, a,b € G. Wowczas:

1) (avb)~! =b"1va~!

2) (a‘l)_1 =a

Definicja 3 (Podgrupa) Podgrupg H grupy {G,V} nazywamy niepusty podzbior G, ktory jest grupq
ze wzgledu na dziatanie V.

Twierdzenie 5 Niepusty podzbior H grupy {G,V} jest jej podgrupa wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi
implikacja:

abe H = avb leH

Definicja 4 (Potega elementu) Niech {G,V} bedzie grupg, k € Z, g € G

gvgv...Vg dla k>0
—
k razy
g = g 'vgTlv...vg! dlak<0
k razy
e dla k=0




Twierdzenie 6 (Wlasnosé potegowania) Niech {G,V} bedzie grupg, a € G, k,l € Z. Wowczas:
a*val = a**!

Definicja 5 (Wielokrotno$é elementu w grupie) Niech {G,V} bedzie grupg addytywng. Wiowczas
potege gF nazywamy wielokrotnoscig elementu g i oznaczamy kg.

Definicja 6 (Grupa cykliczna) Niech G bedzie grupg, a € G. Grupq cykliczng generowang przez
element a nazywamy zbidr:

<a>" (Fken)
Twierdzenie 7 Dla kazdego a € G zbior < a > jest podgrupg grupy G.

Definicja 7 (Rzad grupy) Jesli {G,V} jest grupg skoriczong, to rz G = ilo$é elementow w G. Jesli
{G, V} jest grupg nieskoniczong, to rz G = oo

Definicja 8 (Rzad elementu grupy) Niech G bedzie grupg, g € G.

def
rzg = rz <g>
Twierdzenie 8 Niech G bedzie grupg, a € G, rz a=n. Wiwczas:
<a>={ea,a® ... ,a" '}

Twierdzenie 9 Niech G bedzie grupg oraz a € G. Jezeli istnieje liczba naturalna n taka, Ze a™ = e oraz
ad*#edlak=1,2,....,n—1, torz a=n.
Jezeli taka liczba nie istnieje, to Tz a = co.

Definicja 9 (Warstwa) Niech {G,V} bedzie grupg, H podgrupg G, a € G. Warstwg lewostronng ele-
mentu a wzgledem podgrupy H nazywamy zbior:

al Y {avh:he H}

Warstwa prawostronna:
Ha Y {(hva:he H}

Twierdzenie 10 Jezeli H jest podgrupg G, to kazide dwie warstwy lewostronne wzgledem H sq albo
roztgcezne albo rowne.
Whiosek: kazdy element grupy nalezy do doktadnie jednej lewostronnej warstwy wzgledem H.

Definicja 10 (Indeks podgrupy) Jezeli liczba warstw lewostronnych wzgledem podgrupy H jest skoti-
czona, to te liczbe nazywamy indeksem podgrupy H w grupie G. W przeciwnym razie indeks jest nie-
skonczony.

Twierdzenie 11 (Lagrange’a) Jezeli H jest podgrupg grupy skoviczonej G, to rzqd grupy G jest ilo-
czynem rzedu podgrupy H i indeksu podgrupy H w grupie G.

Definicja 11 (Dzielnik normalny) Podgrupe H grupy G nazywamy dzielnikiem normalnym jesli:
(Va € G)(aH = Ha)
Twierdzenie 12 Podgrupa H grupy G jest jej dzielnikiem normalnym wtedy i tylko wtedy gdy:
(Vg € G)(Vh € H)(ghg™' € H)

Definicja 12 (Dzialanie na warstwach) Niech {G,V} bedzie grupg, H podgrupg G, a,b € G. Defi-
niujemy dziatanie o na warstwach:

aH obH < (avb)H (1)

Twierdzenie 13 Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wéwczas wzor (1) okresla dziatanie
w zbiorze warstw i zbidr warstw jest grupg ze wzgledu to dziatanie (grupa ilorazowa).



Definicja 13 (Homomorfizm) Niech {G1,0}, {G2, V} bedg grupami. Funkcje ¢ : G1 — Go takg, ze:
(Va,b € G1)(p(aob) = p(a)Ve(b))

nazywamy homomorfizmem.

Definicja 14 (Izomorfizm) Homomorfizm réznowartosciowy i ,ne” nazywamy izomorfizmem.

Definicja 15 (Obraz i jadro homomorfizmu) Niech G1, G2 bedq grupami, es elementem neutral-
nym w Go, ¢ : G1 — G homomorfizmem.

Obrazem homomorfizmu nazywamy zbior:

def
Im e = {a€G2:(3g € Gi)(a=¢(9)}
Jgdrem homomorfizmu nazywamy zbidr:

ker ¢ def {a € Gy : p(a) = ea}

Twierdzenie 14 (Wlasno$ci homomorfizmu) Niech G1, Gy bedq grupami, ¢ : Gu — G2 homomor-
fizmem. Wowczas:

1) p(e1) = ez

2) p(a™t) = (p(a)) ™

3) ker ¢ jest podgrupg grupy G1

Twierdzenie 15 Grupy cykliczne majgce ten sam rzqd sq izomorficzne.

Twierdzenie 16 Niech G bedzie grupa cykliczng rzedu n. Wowczas G jest izomorficzna z addytywng
grupq Lo, .

Twierdzenie 17 (Cayley’a) Kazda grupe {G, V} zanurza sie izomorficznie w swojej grupie symetrycz-
nej {Sq, o}, czyli G jest izomorficzna z pewnag podgrupg grupy wszystkich permutacji zbioru G.

Uwaga:
Sa = S(Q) — zbidr wszystkich bijekcji (permutacji) G na siebie.
W S(G) dziataniem jest ztozenie o.

Definicja 16 (Pierscien) {R,®,®} jest pierscieniem jesli:
0) ®,® sq poprawnie okreslonymi dziataniami w R

1) R jest grupq abelowq ze wzgledu na @

2) dziatanie © jest tqczne

3) zachodzi rozdzielnosé © wzgledem @, to znaczy:
(Va,b,c€ R)(a® (b®c)=(a®@b)® (a®c))

(Va,b,c e R)(b®c)®a=(b®a)® (c®a))

® nazywamy dodawaniem
© nazywamy mnozeniem

Definicja 17 (Dzielnik zera) Element a # 0 pierscienia {R,®,®} nazywamy lewostronnym dzielni-
kiem zera jesli:
(FBeR) (VA0 AN a®b=0)



Definicja 18 (Pierscien caltkowity) Pierscieri przemienny, bez dzielnikéw zera i z jedynkq (elemen-
tem neutralnym mnozenia) nazywamy pierscieniem catkowitym.

Definicja 19 (Odejmowanie w pierscieniu) Niech a,b € R.

a-b% g @ (—b), gdzie —b jest elementem odwrotnym do b ze wzgledu na @

Twierdzenie 18 Niech R bedzie pierscieniem, a € R, 0 elementem neutralnym ze wzgledu na &. Wow-
czas:

0a=a0=0
Twierdzenie 19 (Wlasnosci pierscieni) Niech R bedzie pierscieniem, a € R. Wéwczas:
1) (—a)b=a(-b) = —ab
2) (—a)(—=b) =ab
Twierdzenie 20 Jezeli w pierscieniu R nie ma dzielnikéw zera, a,b,c € R, a # 0, to zachodzq wtasnosci:
1) ab=ac = b=c
2)ba=ca = b=c

Definicja 20 (Podpierscien) Niepusty podzbior S pierscienia {R,®, ®} nazywamy podpierscieniem,
gdy {S,®,©} sam jest pierscieniem.

Twierdzenie 21 Niepusty podzbior S pierscienia R jest jego podpierscieniem wtedy i tylko wtedy gdy:
(a,be S) = ((a—be S)A(abef))

Definicja 21 (Cialo) Pierscieni {K,®, ©} nazywamy ciatem, gdy:

1) K zawiera wiecej niz 1 element

2) K\{0} jest grupg ze wzgledu na ®

3) © jest przemienne

Definicja 22 (Podcialo) Niepusty podzbior L ciata { K, ®, ®} nazywamy podciatem, gdy {L,®,©} sam
jest ciatem.

Twierdzenie 22 Niepusty podzbior L ciata K jest jego podciatem wtedy i tylko wtedy gdy:
1) L zawiera wiecej niz 1 element

2) a,bel = a—belL

8) a,b € L\{0} = ab~' € L\{0}



