
Notatki z algebry abstrakyjnej: de�nije i twierdzeniaInformatyka, WPPTBartosz Chodorowski <homzee�ethernet.pl>16 kwietnia 2008 r.De�nija 1 (Grupa) {G, ▽} nazywamy grup¡ je±li:0) ▽ jest dziaªaniem w G1) ▽ jest dziaªaniem ª¡znym,2) istnieje element neutralny e, zyli (∃e ∈ G)(∀a ∈ G)(a▽e = e▽a = a)3) dla ka»dego elementu z G istnieje element odwrotny, zyli: (∀a ∈ G)(∃a−1 ∈ G)(a−1
▽a = a▽a−1 = e)De�nija 2 (Grupa abelowa) Grup� {G, ▽}, w której dziaªanie ▽ jest przemienne, zyli

(∀a, b ∈ G)(a▽b = b▽a), nazywamy grup¡ abelow¡.Twierdzenie 1 Element neutralny w grupie wyznazony jest jednoznaznie.Twierdzenie 2 Dla ka»dego a z grupy element odwrotny a−1 jest wyznazony jednoznaznie.Twierdzenie 3 (Prawo skraania w grupie) Nieh {G, ▽} b�dzie grup¡, a, b, c ∈ G. Wówzas:1) a▽b = a▽c ⇒ b = c2) b▽a = c▽a ⇒ b = cTwierdzenie 4 (Wªasno±i grup) Nieh {G, ▽} b�dzie grup¡, a, b ∈ G. Wówzas:1) (a▽b)−1 = b−1
▽a−12) (

a−1
)
−1

= aDe�nija 3 (Podgrupa) Podgrup¡ H grupy {G, ▽} nazywamy niepusty podzbiór G, który jest grup¡ze wzgl�du na dziaªanie ▽.Twierdzenie 5 Niepusty podzbiór H grupy {G, ▽} jest jej podgrup¡ wtedy i tylko wtedy gdy zahodziimplikaja:
a, b ∈ H ⇒ a▽b−1 ∈ HDe�nija 4 (Pot�ga elementu) Nieh {G, ▽} b�dzie grup¡, k ∈ Z, g ∈ G
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Twierdzenie 6 (Wªasno±¢ pot�gowania) Nieh {G, ▽} b�dzie grup¡, a ∈ G, k, l ∈ Z. Wówzas:
ak

▽al = ak+lDe�nija 5 (Wielokrotno±¢ elementu w grupie) Nieh {G, ▽} b�dzie grup¡ addytywn¡. Wówzaspot�g� gk nazywamy wielokrotno±i¡ elementu g i oznazamy kg.De�nija 6 (Grupa yklizna) Nieh G b�dzie grup¡, a ∈ G. Grup¡ yklizn¡ generowan¡ przezelement a nazywamy zbiór:
< a >

def
= {ak : k ∈ Z}Twierdzenie 7 Dla ka»dego a ∈ G zbiór < a > jest podgrup¡ grupy G.De�nija 7 (Rz¡d grupy) Je±li {G, ▽} jest grup¡ sko«zon¡, to rz G = ilo±¢ elementów w G. Je±li

{G, ▽} jest grup¡ niesko«zon¡, to rz G = ∞De�nija 8 (Rz¡d elementu grupy) Nieh G b�dzie grup¡, g ∈ G.
rz g

def
= rz < g >Twierdzenie 8 Nieh G b�dzie grup¡, a ∈ G, rz a = n. Wówzas:

< a >= {e, a, a2, . . . , an−1}Twierdzenie 9 Nieh G b�dzie grup¡ oraz a ∈ G. Je»eli istnieje lizba naturalna n taka, »e an = e oraz
ak 6= e dla k = 1, 2, . . . , n − 1, to rz a = n.Je»eli taka lizba nie istnieje, to rz a = ∞.De�nija 9 (Warstwa) Nieh {G, ▽} b�dzie grup¡, H podgrup¡ G, a ∈ G. Warstw¡ lewostronn¡ ele-mentu a wzgl�dem podgrupy H nazywamy zbiór:

aH
def
= {a▽h : h ∈ H}Warstwa prawostronna:

Ha
def
= {h▽a : h ∈ H}Twierdzenie 10 Je»eli H jest podgrup¡ G, to ka»de dwie warstwy lewostronne wzgl�dem H s¡ alborozª¡zne albo równe.Wniosek: ka»dy element grupy nale»y do dokªadnie jednej lewostronnej warstwy wzgl�dem H.De�nija 10 (Indeks podgrupy) Je»eli lizba warstw lewostronnyh wzgl�dem podgrupy H jest sko«-zona, to t� lizb� nazywamy indeksem podgrupy H w grupie G. W przeiwnym razie indeks jest nie-sko«zony.Twierdzenie 11 (Lagrange'a) Je»eli H jest podgrup¡ grupy sko«zonej G, to rz¡d grupy G jest ilo-zynem rz�du podgrupy H i indeksu podgrupy H w grupie G.De�nija 11 (Dzielnik normalny) Podgrup� H grupy G nazywamy dzielnikiem normalnym je±li:

(∀a ∈ G)(aH = Ha)Twierdzenie 12 Podgrupa H grupy G jest jej dzielnikiem normalnym wtedy i tylko wtedy gdy:
(∀g ∈ G)(∀h ∈ H)(ghg−1 ∈ H)De�nija 12 (Dziaªanie na warstwah) Nieh {G, ▽} b�dzie grup¡, H podgrup¡ G, a, b ∈ G. De�-niujemy dziaªanie ◦ na warstwah:

aH ◦ bH
def
= (a▽b)H (1)Twierdzenie 13 Nieh H b�dzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wówzas wzór (1) okre±la dziaªaniew zbiorze warstw i zbiór warstw jest grup¡ ze wzgl�du to dziaªanie (grupa ilorazowa).2



De�nija 13 (Homomor�zm) Nieh {G1, ◦}, {G2, ▽} b�d¡ grupami. Funkj� ϕ : G1 → G2 tak¡, »e:
(∀a, b ∈ G1)(ϕ(a ◦ b) = ϕ(a)▽ϕ(b))nazywamy homomor�zmem.De�nija 14 (Izomor�zm) Homomor�zm ró»nowarto±iowy i �na� nazywamy izomor�zmem.De�nija 15 (Obraz i j¡dro homomor�zmu) Nieh G1, G2 b�d¡ grupami, e2 elementem neutral-nym w G2, ϕ : G1 → G2 homomor�zmem.Obrazem homomor�zmu nazywamy zbiór:

Im ϕ
def
= {a ∈ G2 : (∃g ∈ G1)(a = ϕ(g))}J¡drem homomor�zmu nazywamy zbiór:

ker ϕ
def
= {a ∈ G1 : ϕ(a) = e2}Twierdzenie 14 (Wªasno±i homomor�zmu) Nieh G1, G2 b�d¡ grupami, ϕ : G1 → G2 homomor-�zmem. Wówzas:1) ϕ(e1) = e22) ϕ(a−1) = (ϕ(a))−13) ker ϕ jest podgrup¡ grupy G1Twierdzenie 15 Grupy yklizne maj¡e ten sam rz¡d s¡ izomor�zne.Twierdzenie 16 Nieh G b�dzie grup¡ yklizn¡ rz�du n. Wówzas G jest izomor�zna z addytywn¡grup¡ Zn.Twierdzenie 17 (Cayley'a) Ka»da grupa {G, ▽} zanurza si� izomor�znie w swojej grupie symetryz-nej {SG, ◦}, zyli G jest izomor�zna z pewn¡ podgrup¡ grupy wszystkih permutaji zbioru G.Uwaga:

SG = S(G) � zbiór wszystkih bijekji (permutaji) G na siebie.W S(G) dziaªaniem jest zªo»enie ◦.De�nija 16 (Pier±ie«) {R,⊕,⊙} jest pier±ieniem je±li:0) ⊕,⊙ s¡ poprawnie okre±lonymi dziaªaniami w R1) R jest grup¡ abelow¡ ze wzgl�du na ⊕2) dziaªanie ⊙ jest ª¡zne3) zahodzi rozdzielno±¢ ⊙ wzgl�dem ⊕, to znazy:
(∀a, b, c ∈ R)(a ⊙ (b ⊕ c) = (a ⊙ b) ⊕ (a ⊙ c))oraz
(∀a, b, c ∈ R)((b ⊕ c) ⊙ a = (b ⊙ a) ⊕ (c ⊙ a))

⊕ nazywamy dodawaniem
⊙ nazywamy mno»eniemDe�nija 17 (Dzielnik zera) Element a 6= 0 pier±ienia {R,⊕,⊙} nazywamy lewostronnym dzielni-kiem zera je±li:

(∃b ∈ R)(b 6= 0 ∧ a ⊙ b = 0)3



De�nija 18 (Pier±ie« aªkowity) Pier±ie« przemienny, bez dzielników zera i z jedynk¡ (elemen-tem neutralnym mno»enia) nazywamy pier±ieniem aªkowitym.De�nija 19 (Odejmowanie w pier±ieniu) Nieh a, b ∈ R.
a − b

def
= a ⊕ (−b), gdzie −b jest elementem odwrotnym do b ze wzgl�du na ⊕Twierdzenie 18 Nieh R b�dzie pier±ieniem, a ∈ R, 0 elementem neutralnym ze wzgl�du na ⊕. Wów-zas:

0a = a0 = 0Twierdzenie 19 (Wªasno±i pier±ieni) Nieh R b�dzie pier±ieniem, a ∈ R. Wówzas:1) (−a)b = a(−b) = −ab2) (−a)(−b) = abTwierdzenie 20 Je»eli w pier±ieniu R nie ma dzielników zera, a, b, c ∈ R, a 6= 0, to zahodz¡ wªasno±i:1) ab = ac ⇒ b = c2) ba = ca ⇒ b = cDe�nija 20 (Podpier±ie«) Niepusty podzbiór S pier±ienia {R,⊕,⊙} nazywamy podpier±ieniem,gdy {S,⊕,⊙} sam jest pier±ieniem.Twierdzenie 21 Niepusty podzbiór S pier±ienia R jest jego podpier±ieniem wtedy i tylko wtedy gdy:
(a, b ∈ S) ⇒ ((a − b ∈ S) ∧ (ab ∈ S))De�nija 21 (Ciaªo) Pier±ie« {K,⊕,⊙} nazywamy iaªem, gdy:1) K zawiera wi�ej ni» 1 element2) K\{0} jest grup¡ ze wzgl�du na ⊙3) ⊙ jest przemienneDe�nija 22 (Podiaªo) Niepusty podzbiór L iaªa {K,⊕,⊙} nazywamy podiaªem, gdy {L,⊕,⊙} samjest iaªem.Twierdzenie 22 Niepusty podzbiór L iaªa K jest jego podiaªem wtedy i tylko wtedy gdy:1) L zawiera wi�ej ni» 1 element2) a, b ∈ L ⇒ a − b ∈ L3) a, b ∈ L\{0} ⇒ ab−1 ∈ L\{0}
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