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1 Zadanie 1

1.1 Tre±¢ zadania

Wyznacz najmniejsz¡ liczb¦ dodatni¡ w komputerze ε (epsilon maszynowy) postaci ε = 2−q, dla której 1+ε 6= 1.
Wyznacz precyzj¦ arytmetyki 2−t (unit roundo� ), gdzie t jest liczb¡ cyfr mantysy, oraz najmniejsz¡ liczb¦
dodatni¡ η reprezentowan¡ w komputerze. Jaki jest zwi¡zek mi¦dzy q i t? Czemu w komputerze równa si¦
1 + η? Obliczenia wykonaj dla ró»nych typów arytmetyk (Real, Double, Extended).

1.2 Wst¦p teoretyczny

Precyzj¡ arytmetyki nazywamy najmniejszy mo»liwy bª¡d wzgl¦dny jaki komputer mo»e popeªni¢ podczas jej
konwersji do liczby maszynowej.

Liczby zmiennopozycyjne (zmiennoprzecinkowe) reprezentowane s¡ za pomoc¡ trzech warto±ci: znaku S,
wykªadnika E i mantysy M :

x = S ·M · 2E

Znak S zapisywany jest na jednym bicie. Ilo±¢ bitów przeznaczonych do zapisu wykªadnika i mantysy zale»y
od u»ytej arytmetyki. Wykªadnik E jest liczb¡ caªkowit¡, mantysa M jest liczb¡ wymiern¡ z przedziaªu [1, 2)
� zapisywane s¡ jedynie bity znajduj¡ce si¦ po przecinku, gdy» nie ma sensu pami¦ta¢ jedynki reprezentuj¡cej
jedno±¢, gdy» jest ona zawsze obecna w owej reprezentacji. Je±li jednak bity sªu»¡ce do reprezentacji wykªadnika
s¡ wyzerowane, wówczas mantysa reprezentuje liczby z przedziaªu [0, 1) (wówczas przed przecinkiem nie ma
jedynki). Mo»na w ten sposób zapisa¢ bardzo maªe liczby.

1.3 Wyniki

W ramach rozwi¡zania zadania wykonano program w j¦zyku C++, który daª nast¦puj¡ce wyniki:
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1 float arithmetic:

2 Epsilon: 1.19209e-07 = 2^( -23)

3 Unit roundoff: 5.96046e-08 = 2^( -24)

4 Etha: 1.4013e-45 = 2^( -149)

5

6 double arithmetic:

7 Epsilon: 2.22045e-16 = 2^( -52)

8 Unit roundoff: 1.11022e-16 = 2^( -53)

9 Etha: 4.94066e-324 = 2^( -1074)

10

11 long double arithmetic:

12 Epsilon: 1.0842e-19 = 2^( -63)

13 Unit roundoff: 5.42101e-20 = 2^( -64)

14 Etha: 3.6452e -4951 = 2^( -16445)

1.4 Wnioski

Otrzymane wyniki wyja±nia sposób, w jaki komputer reprezentuje liczby zmiennopozycyjne.

Najmniejsza liczba wi¦ksza od jedynki, któr¡ mo»na reprezentowa¢, zawiera wykªadnik o warto±ci 0 oraz
mantys¦ zawieraj¡c¡ same zera i jedynk¦ na ostatnim bicie. Liczba ta wynosi wi¦c 1 + 2−t gdzie t jest liczb¡
bitów u»ytych do zapisu mantysy. Na tej podstawie ε = 2−t.

Precyzja arytmetyki wynosi ε
2 . Jest to oczywiste, gdy» iloraz dwóch kolejnych liczb maszynowych wynosi

1 + ε, natomiast liczba z przedziaªu pomi¦dzy nimi zostanie zawsze zaokr¡glona do tej bli»szej, bª¡d wzgl¦dny
nie mo»e by¢ wówczas wi¦kszy ni» poªowa epsilona maszynowego.

Najmniejsza mo»liwa liczba reprezentowana w arytmetyce float wynika ze sposobu zapisu wykªadnika.
Najmniejszym mo»liwym wykªadnikiem jest -126. Mantysa pami¦tana jest wówczas bez jedynki przed prze-
cinkiem i reprezentuje liczb¦ 2−t = 2−23. St¡d ηfloat = 2−126 · 2−23 = 2−149. Dla arytmetyki double i long
double η wyznacza si¦ analogicznie.

2 Zadanie 11

2.1 Tre±¢ zadania

Przybli»on¡ warto±¢ pochodnej funkcji f(x) w punkcie x mo»na obliczy¢ z wzoru:

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)
h

Skorzystaj z tego wzoru do obliczenia przybli»onej warto±ci pochodnej funkcji f(x) = sinx+ cos 3x w punkcie
x = 1 dla h = 2−n (n = 0, 1, 2, . . . , 40). Jak wytªumaczy¢, »e od pewnego momentu zmniejszenie warto±ci
h nie poprawia przybli»enia warto±ci pochodnej? Jak zachowuj¡ si¦ warto±ci 1 + h? Obliczone przybli»enia
pochodnej porównaj z dokªadn¡ warto±ci¡ pochodnej.

2.2 Wst¦p teoretyczny

Podany wzór wymusza odejmowanie bliskich liczb (to znaczy liczb, których ró»nica jest maªa w stosunku do
nich samych). Powoduje to utrat¦ cyfr znacz¡cych � jest to konsekwencj¡ zapisu liczb zmiennoprzecinkowych.
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2.3 Wyniki

W ramach rozwi¡zania zadania wykonano skrypt w programie octave, który daª nast¦puj¡ce wyniki:

1 ans =

2

3 Columns 1 through 8:

4 2.01799 1.87044 1.10779 0.62324 0.37040 0.24344 0.18010 0.14849

5

6 Columns 9 through 16:

7 0.13271 0.12482 0.12088 0.11891 0.11793 0.11743 0.11719 0.11707

8

9 Columns 17 through 24:

10 0.11700 0.11697 0.11696 0.11695 0.11695 0.11694 0.11694 0.11694

11

12 Columns 25 through 32:

13 0.11694 0.11694 0.11694 0.11694 0.11694 0.11694 0.11694 0.11694

14

15 Columns 33 through 40:

16 0.11694 0.11694 0.11694 0.11694 0.11694 0.11693 0.11694 0.11688

17

18 Columns 41 through 48:

19 0.11682 0.11694 0.11719 0.11621 0.11719 0.11328 0.10938 0.12500

20

21 Columns 49 through 56:

22 0.09375 0.12500 0.00000 0.00000 -0.50000 0.00000 0.00000 0.00000

23

24 Columns 57 through 61:

25 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

2.4 Wnioski

Prawdziwa warto±¢ pochodnej danej funkcji w punkcie 1 wynosi w przybli»eniu 0,11694. Wyniki wskazuj¡ na
to, i» wyrazy 22 - 38 najdokªadniej przybli»aj¡ dan¡ warto±¢. Kolejne wyrazy ci¡gu s¡ coraz mniej dokªadne ze
wzgl¦du na utrat¦ cyfr znacz¡cych wspomnian¡ we wst¦pie teoretycznym. Od wyrazu 54 (czyli dla h ≤ 2−53,
gdy» n-ty wyraz ci¡gu liczony jest dla h = 2n−1) w ci¡gu pojawiaj¡ si¦ same zera, gdy» h jest mniejsze od
epsilona maszynowego � w efekcie liczniku pojawia si¦ zero.
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