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1 Tres$é zadania
Oblicz macierz odwrotng A~ stopnia n nastepujacymi metodami:

e Rozwiaz uklad réwnan Az; =e; (j = 1,2,...,n), gdzie e; jest j-ta kolumna macierzy jednostkowe;
stopnia n. Rozwigzanie x; tego uktadu jest j-ta kolumng macierzy odwrotnej. Zastosuj polecenie MATLABa,
\ do rozwiazywania ukladow.

e Rozwiaz uklady rownar liniowych z poprzedniego punktu za pomoca eliminacji Gaussa bez wyboru
elementu gtéwnego. Napisz wlasng implementacje eliminacji Gaussa. Zwr6¢ uwage na wielko§é czynnikow
wzrostu n oraz na moduty elementéw gléwnych.

e Oblicz macierz odwrotng A~! za pomoca inv.

e Testy wykonaj dla kilku typow macierzy A, np. dla macierzy Hilberta i macierzy symetrycznej dodatnio
okreslonej Lehmera:

Macierz odwrotna do macierzy Lehmera jest tréjprzekatniowa. Zwrdéé uwage na to, czy odpowiednie ele-
menty obliczonej numerycznie macierzy sg bliskie zero. Jak bliskie? Czemu sie réwna z MATLABie epsilon
maszynowe? Czy wybor elementu gtownego w eliminacji Gaussa poprawia wyniki?

Doktadnos$é obliczonych numerycznie macierzy odwrotnych ocent na podstawie nastepujacych wyrazen:
IAX —I[|/|All,  [[XA=I||/[|A]l,
gdzie X oznacza numerycznie obliczong macierz odwrotna. Staraj sie znalez¢ takie macierze A, aby powyzsze
dwa wyrazenia mialy istotnie rozne wartosci. Zbadaj wrazliwo$¢ macierzy odwrotnej na zaburzenia elementéw

macierzy A. Wzoruj sie na wskazowkach z poprzednich zadan. Koniecznie obliczaj wskazniki uwarunkowania
cond(A) oraz det(A), [|A]l, [|A~Y].

2 Wstep teoretyczny

Celem zadania jest obliczanie macierzy odwrotnej za pomocg réznych metod, w tym eliminacji Gaussa.



Macierza odwrotna macierzy kwadratowej A nazywamy taka macierz A~!, ze AA™' = A=1A = I, gdzie I
jest macierza jednostkowa.

Kwadratowa norma macierzowa dana jest wzorem:

1Al =

Za jej pomoca mozemy okre§la¢, jak bardzo macierze ,réznia sie¢” miedzy soba. Niech A, B beda macie-
rzami. Woéwczas ||A — B||/||A]| jest tym mniejsze im macierze A, B maja ,podobne” wyrazy. Zatem normy
[| XA —1I||/||A]| oraz ||[AX — I||/||A]l (gdzie X jest macierza odwrotna do A obliczona z pewnym bledem) sa
miarg btedu numerycznego obliczania macierzy odwrotne;j.

Wskaznik uwarunkowania macierzy A dany jest wzorem: |[|A|| - [|[A7!||. Do jego obliczania stuzy funk-
cja cond ().

Eliminacja Gaussa nazywamy nastepujacy algorytm:

input n, (aij)7 (bs)

1. for k=1ton—1do

2. fori=k+1tondo

3. z — i/ agk

4. aM;P—O

3. for j=k+1tondo
6. Ajj < Q55 — 20Ky
7. end do

8. end do

9. end do

10. for i =n to 1 step —1 do

11. Ti < (bZ - Z?:i-&-l aijIj)/am‘
12. end do

output (z;)

3  Wyniki

W ramach rozwigzania zadania uzyto oprogramowania octave. Napisany program dal wyniki, ktérych naj-
istotniejsze czesci zawiera ponizszy listing:

Macierz hilb (10)
cond (A) :
1.6025e+13

det (A) :
2.1644e-53

norm (A) :

1.7519
—————————— Metoda inv ----------
Analiza wynikow:
[ 1AX-T1| / |IAll:

0.0025987
| IXA-T1| / IIAll:

0.0025987
norm (invA) :

9.1478e+12



—————————— Metoda rownan liniowych \ ----------
Analiza wynikow:
[TAX-T|| / [|IAl]l:
6.5019e-05
[1XA-T|] / |IAll:
0.0062636
norm (invA):
9.1473e+12

—————————— Metoda rownan liniowych Gaussa ----------
Analiza wynikow:
[TAX-T|| / [IAll:
7.3242e-05
[1XA-T|| / [IAll:
0.0055895
norm(invA) :
9.1466e+12

Macierz lehmer (10)
cond (A) :
86.389
det (A) :
4.9721e-05
norm (A) :
5.7585
—————————— Metoda inv ----------
Analiza wynikow:
[ 1AX-T1| / |IAll:
8.0536e-16
[ IXA-TI1| / |IAll:
8.0536e-16
norm (invA) :
15.002

—————————— Metoda rownan liniowych \ ----------
Analiza wynikow:
[TAX-II|1 / II1All:
6.3892e-16
[ XA-II1 / IIAll:
1.7441e-15
norm(invA) :
15.002

—————————— Metoda rownan liniowych Gaussa ----------
Analiza wynikow:
[1AX-T|| / II1All:
6.2426e-16
[1XA-TI| / [IAll:
1.0456e-15
norm(invA) :
15.002

3.1 Wnhnioski

Eliminacja Gaussa daje wzglednie dobre wyniki. Widaé¢ to po obliczonych wskaznikach ||AX — I]|/||A|| oraz
[|XA—1I||/||A|l. Oczywiscie nie sg one réwne, gdyz mnozenie macierzy nie jest przemienne. Z reguly pierwszy



z tych parametrow jest mniejszy, gdyz uzyte algorytmy sa uzyte do rozwigzywania ukltadéw réwnan postaci
Az = ¢, gdzie c jest jakim§ wektorem.

Eliminacja Gaussa zawodzi, gdy jaki§ z elementéw gtéwnych agr bedzie wynosit zero. Powodem jest préba
dzielenia przez zero. Ponizej znajduje sie przyklad trywialnego uktadu réwnan, z ktérym rozwazana metoda

nie jest w stanie sobie poradzic:
0 1 T _ 1
1 1 x2 | | 2

Oczywistym jest, ze rozwiazaniem jest 1 = xo = 1, jednak w wyniku otrzymujemy wartosci NaN (z powodu
dzielenia przez zero).

Algorytm zawodzi rowniez w przypadku gdy zamiast zera zostanie wstawiona bardzo mata, dodatnia liczba e.
Algorytm Gaussa udziela wowczas odpowiedzi zo = 1 i w konsekwencji 1 = 0. Prawdziwe rozwigzania sg

jednak inne:

1 1—2¢
T = ~ 1, T2 =TT

~
~

Aby zapobiec powyzszym negatywnym zjawiskom, nalezatoby uzy¢ zmodyfikowanej wersji algorytmu zwanej
seliminacjg Gaussa z wyborem elementu gtéwnego”. Daje ona na ogot doktadniejsze rozwigzania niz podstawowa
wersja eliminacji Gaussa.

Macierz odwrotna do macierzy Lehmera jest tréjprzekatniowa. Jednak wskutek obliczen numerycznych
popelniane sa btedy, wobec czego obliczone odpowiednie wyrazy nie sa doktadnie rowne zeru.



