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1 Tre±¢ zadania

Oblicz macierz odwrotn¡ A−1 stopnia n nast¦puj¡cymi metodami:

• Rozwi¡» ukªad równa« Axj = ej (j = 1, 2, . . . , n), gdzie ej jest j-t¡ kolumn¡ macierzy jednostkowej
stopnia n. Rozwi¡zanie xj tego ukªadu jest j-t¡ kolumn¡ macierzy odwrotnej. Zastosuj polecenie MATLABa
\ do rozwi¡zywania ukªadów.

• Rozwia» ukªady równa« liniowych z poprzedniego punktu za pomoc¡ eliminacji Gaussa bez wyboru
elementu gªównego. Napisz wªasn¡ implementacj¦ eliminacji Gaussa. Zwró¢ uwag¦ na wielko±¢ czynników
wzrostu n oraz na moduªy elementów gªównych.

• Oblicz macierz odwrotn¡ A−1 za pomoc¡ inv.

• Testy wykonaj dla kilku typów macierzy A, np. dla macierzy Hilberta i macierzy symetrycznej dodatnio
okre±lonej Lehmera:

aij = i/j dla j ≥ i.

Macierz odwrotna do macierzy Lehmera jest trójprzek¡tniowa. Zwró¢ uwag¦ na to, czy odpowiednie ele-
menty obliczonej numerycznie macierzy s¡ bliskie zero. Jak bliskie? Czemu si¦ równa z MATLABie epsilon
maszynowe? Czy wybór elementu gªównego w eliminacji Gaussa poprawia wyniki?

Dokªadno±¢ obliczonych numerycznie macierzy odwrotnych oce« na podstawie nast¦puj¡cych wyra»e«:

||AX − I||/||A||, ||XA− I||/||A||,

gdzie X oznacza numerycznie obliczon¡ macierz odwrotn¡. Staraj si¦ znale¹¢ takie macierze A, aby powy»sze
dwa wyra»enia miaªy istotnie ró»ne warto±ci. Zbadaj wra»liwo±¢ macierzy odwrotnej na zaburzenia elementów
macierzy A. Wzoruj si¦ na wskazówkach z poprzednich zada«. Koniecznie obliczaj wska¹niki uwarunkowania
cond(A) oraz det(A), ||A||, ||A−1||.

2 Wst¦p teoretyczny

Celem zadania jest obliczanie macierzy odwrotnej za pomoc¡ ró»nych metod, w tym eliminacji Gaussa.
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Macierz¡ odwrotna macierzy kwadratowej A nazywamy tak¡ macierz A−1, »e AA−1 = A−1A = I, gdzie I
jest macierz¡ jednostkow¡.

Kwadratowa norma macierzowa dana jest wzorem:

||A|| =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

aij
2

Za jej pomoc¡ mo»emy okre±la¢, jak bardzo macierze �ró»ni¡ si¦� mi¦dzy sob¡. Niech A, B b¦d¡ macie-
rzami. Wówczas ||A − B||/||A|| jest tym mniejsze im macierze A, B maj¡ �podobne� wyrazy. Zatem normy
||XA − I||/||A|| oraz ||AX − I||/||A|| (gdzie X jest macierz¡ odwrotn¡ do A obliczon¡ z pewnym bª¦dem) s¡
miar¡ bª¦du numerycznego obliczania macierzy odwrotnej.

Wska¹nik uwarunkowania macierzy A dany jest wzorem: ||A|| · ||A−1||. Do jego obliczania sªu»y funk-
cja cond().

Eliminacj¡ Gaussa nazywamy nast¦puj¡cy algorytm:

input n, (aij), (bi)
1. for k = 1 to n− 1 do

2. for i = k + 1 to n do

3. z ← aik/akk

4. aik ← 0
5. for j = k + 1 to n do

6. aij ← aij − zakj

7. end do

8. end do

9. end do

10. for i = n to 1 step −1 do

11. xi ← (bi −
∑n

j=i+1 aijxj)/aii

12. end do

output (xi)

3 Wyniki

W ramach rozwi¡zania zadania u»yto oprogramowania octave. Napisany program daª wyniki, których naj-
istotniejsze cz¦±ci zawiera poni»szy listing:

============================================

Macierz hilb (10)

cond(A):

1.6025e+13

det(A):

2.1644e-53

norm(A):

1.7519

---------- Metoda inv ----------

Analiza wyników:

||AX-I|| / ||A||:

0.0025987

||XA-I|| / ||A||:

0.0025987

norm(invA):

9.1478e+12
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---------- Metoda rownan liniowych \ ----------

Analiza wyników:

||AX-I|| / ||A||:

6.5019e-05

||XA-I|| / ||A||:

0.0062636

norm(invA):

9.1473e+12

---------- Metoda rownan liniowych Gaussa ----------

Analiza wyników:

||AX-I|| / ||A||:

7.3242e-05

||XA-I|| / ||A||:

0.0055895

norm(invA):

9.1466e+12

============================================

Macierz lehmer (10)

cond(A):

86.389

det(A):

4.9721e-05

norm(A):

5.7585

---------- Metoda inv ----------

Analiza wyników:

||AX-I|| / ||A||:

8.0536e-16

||XA-I|| / ||A||:

8.0536e-16

norm(invA):

15.002

---------- Metoda rownan liniowych \ ----------

Analiza wyników:

||AX-I|| / ||A||:

6.3892e-16

||XA-I|| / ||A||:

1.7441e-15

norm(invA):

15.002

---------- Metoda rownan liniowych Gaussa ----------

Analiza wyników:

||AX-I|| / ||A||:

6.2426e-16

||XA-I|| / ||A||:

1.0456e-15

norm(invA):

15.002

3.1 Wnioski

Eliminacja Gaussa daje wzgl¦dnie dobre wyniki. Wida¢ to po obliczonych wska¹nikach ||AX − I||/||A|| oraz
||XA− I||/||A||. Oczywi±cie nie s¡ one równe, gdy» mno»enie macierzy nie jest przemienne. Z reguªy pierwszy
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z tych parametrów jest mniejszy, gdy» u»yte algorytmy s¡ u»yte do rozwi¡zywania ukªadów równa« postaci
Ax = c, gdzie c jest jakim± wektorem.

Eliminacja Gaussa zawodzi, gdy jaki± z elementów gªównych akk b¦dzie wynosiª zero. Powodem jest próba
dzielenia przez zero. Poni»ej znajduje si¦ przykªad trywialnego ukªadu równa«, z którym rozwa»ana metoda
nie jest w stanie sobie poradzi¢: [

0 1
1 1

] [
x1

x2

]
=
[

1
2

]
Oczywistym jest, »e rozwi¡zaniem jest x1 = x2 = 1, jednak w wyniku otrzymujemy warto±ci NaN (z powodu
dzielenia przez zero).

Algorytm zawodzi równie» w przypadku gdy zamiast zera zostanie wstawiona bardzo maªa, dodatnia liczba ε.
Algorytm Gaussa udziela wówczas odpowiedzi x2 = 1 i w konsekwencji x1 = 0. Prawdziwe rozwi¡zania s¡
jednak inne:

x1 =
1

1− ε
≈ 1, x2 =

1− 2ε

1− ε
≈ 1

Aby zapobiec powy»szym negatywnym zjawiskom, nale»aªoby u»y¢ zmody�kowanej wersji algorytmu zwanej
�eliminacj¡ Gaussa z wyborem elementu gªównego�. Daje ona na ogóª dokªadniejsze rozwi¡zania ni» podstawowa
wersja eliminacji Gaussa.

Macierz odwrotna do macierzy Lehmera jest trójprzek¡tniowa. Jednak wskutek oblicze« numerycznych
popeªniane s¡ bª¦dy, wobec czego obliczone odpowiednie wyrazy nie s¡ dokªadnie równe zeru.
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