
Sprawozdanie z oblize�n naukowyh i metod numeryznyhlista 4 (interpolaja), zadanie 2Bartosz Chodorowski <166142�student.pwr.wro.pl>Wro law, 15 styznia 20101 Tre�s� zadaniaZbada� zbie
zno�s� wielomian�ow interpolayjnyh dla naste�puja�yh funkji interpolowanyh:
• f(x) = x + sin(2x), x ∈ [−2, 1],
• f(x) = |x|, x ∈ [−1, 1],
• f(x) = 1/(1 + x2), x ∈ [−5, 5].
• jaka�s inna funkja.Wybra� we�z ly r�ownoodleg le i we�z ly Czebyszewa.2 Wste�p teoretyznyProblem interpolaji wielomianowej zde�niowany jest naste�puja�o: znale�z� wielomian p mo
zliwie najni
zszegostopnia taki, 
ze dla danyh n + 1 punkt�ow (xi, yi) zahodzi:

p(xi) = yi (0 ≤ i ≤ n)M�owi sie�, 
ze wielomian p interpoluje warto�si yk w we�z lah xk. Je�sli sa� to warto�si pewnej funkji f , to m�owisie� te
z, 
ze p interpoluje f .Ponadto, przyje�to oznazenia: nieh Πn be�dzie zbiorem wielomian�ow o najwy
zej n-tego stopnia oraz Π̂nzbiorem wielomian�ow stopnia n, o wsp�o lzynniku wioda�ym r�ownym 1, to znazy:
Π̂n

def
= {w ∈ Πn : w(x) = xn + . . .}Mo
zna pokaza�, 
ze je�sli lizby x0, x1, . . . , xn sa� parami r�o
zne, to istnieje dok ladnie jeden wielomian p ∈ Πntaki, 
ze:

p(xi) = f(xi) (0 ≤ i ≤ n)1



Mo
zna r�ownie
z oszaowa� b la�d � odhylenie wielomianu interpolayjnego od funkji interpolowanej. Je�sli
f ∈ Cn+1[a, b], a wielomian p ∈ Πn interpoluje warto�si funkji f w n + 1 r�o
znyh punktah x0, x1, . . . , xnprzedzia lu [a, b], to dla ka
zdego x ∈ [a, b] istnieje takie ξx ∈ (a, b), 
ze:

f(x) − p(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)

n∏

i=0

(x − xi) (1)3 WynikiW ramah wykonania zadania napisano skrypt przy u
zyiu programu otave, otrzymuja� naste�puja�e wyniki:
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interpolant: wezly Czebyszewa
1./(1.+x.*x)

(a) 1/(1 + x2) dla n = 17
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interpolant: wezly rownoodlegle
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interpolant: wezly Czebyszewa
abs(x)

(b) |x| dla n = 17
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interpolant: wezly rownoodlegle
x .+ sin(2.*x)
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interpolant: wezly Czebyszewa
x .+ sin(2.*x)

() x + sin(2x) dla n = 5
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interpolant: wezly rownoodlegle
exp(x)
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interpolant: wezly Czebyszewa
exp(x)

(d) ex dla n = 51 1/(1+x^2):2 n= 1: r�ownomierne : 0.961513 Czebyszewa : 0.9615383 n= 2: r�ownomierne : 0.961513 Czebyszewa : 0.9259014 n= 3: r�ownomierne : 0.646229 Czebyszewa : 0.6005985 n= 4: r�ownomierne : 0.706989 Czebyszewa : 0.7502756 n= 5: r�ownomierne : 0.43835 Czebyszewa : 0.4020157 n= 6: r�ownomierne : 0.432669 Czebyszewa : 0.5558878 n= 7: r�ownomierne : 0.616926 Czebyszewa : 0.2642259 n= 8: r�ownomierne : 0.247338 Czebyszewa : 0.3917182



10 n= 9: r�ownomierne : 1.04517 Czebyszewa : 0.1708311 n=10: r�ownomierne : 0.300285 Czebyszewa : 0.26915812 n=11: r�ownomierne : 1.91563 Czebyszewa : 0.10915413 n=12: r�ownomierne : 0.556729 Czebyszewa : 0.18274114 n=13: r�ownomierne : 3.66293 Czebyszewa : 0.06920915 n=14: r�ownomierne : 1.07005 Czebyszewa : 0.12338216 n=15: r�ownomierne : 7.19232 Czebyszewa : 0.04660117 n=16: r�ownomierne : 2.10686 Czebyszewa : 0.083094318 n=17: r�ownomierne : 14.3868 Czebyszewa : 0.03260919 n=18: r�ownomierne : 4.22336 Czebyszewa : 0.05589720 n=19: r�ownomierne : 29.1862 Czebyszewa : 0.022492221 n=20: r�ownomierne : 8.57536 Czebyszewa : 0.03758192223 |x|:24 n= 1: r�ownomierne : 0.998999 Czebyszewa : 125 n= 2: r�ownomierne : 0.998999 Czebyszewa : 0.70610626 n= 3: r�ownomierne : 0.25 Czebyszewa : 0.21650627 n= 4: r�ownomierne : 0.249 Czebyszewa : 0.26959828 n= 5: r�ownomierne : 0.147199 Czebyszewa : 0.12317529 n= 6: r�ownomierne : 0.139626 Czebyszewa : 0.17154630 n= 7: r�ownomierne : 0.181941 Czebyszewa : 0.086654731 n= 8: r�ownomierne : 0.0966575 Czebyszewa : 0.1264532 n= 9: r�ownomierne : 0.315752 Czebyszewa : 0.066975133 n=10: r�ownomierne : 0.0737701 Czebyszewa : 0.10024834 n=11: r�ownomierne : 0.663545 Czebyszewa : 0.054621535 n=12: r�ownomierne : 0.108661 Czebyszewa : 0.083054336 n=13: r�ownomierne : 1.57448 Czebyszewa : 0.046131737 n=14: r�ownomierne : 0.222851 Czebyszewa : 0.070882938 n=15: r�ownomierne : 4.06078 Czebyszewa : 0.039934739 n=16: r�ownomierne : 0.505221 Czebyszewa : 0.061805240 n=17: r�ownomierne : 11.1312 Czebyszewa : 0.03520941 n=18: r�ownomierne : 1.23476 Czebyszewa : 0.054771142 n=19: r�ownomierne : 31.9697 Czebyszewa : 0.031485943 n=20: r�ownomierne : 3.1953 Czebyszewa : 0.04915844445 x+sin (2x):46 n= 1: r�ownomierne : 3.82252 Czebyszewa : 3.2507747 n= 2: r�ownomierne : 1.81886 Czebyszewa : 1.3399548 n= 3: r�ownomierne : 0.910248 Czebyszewa : 0.65411749 n= 4: r�ownomierne : 0.442053 Czebyszewa : 0.29011950 n= 5: r�ownomierne : 0.138839 Czebyszewa : 0.077902651 n= 6: r�ownomierne : 0.0520529 Czebyszewa : 0.023088452 n= 7: r�ownomierne : 0.0118374 Czebyszewa : 0.0041921553 n= 8: r�ownomierne : 0.00362479 Czebyszewa : 0.00096667654 n= 9: r�ownomierne : 0.000637146 Czebyszewa : 0.00013013655 n=10: r�ownomierne : 0.000165063 Czebyszewa : 2.48216e-0556 n=11: r�ownomierne : 2.35413e-05 Czebyszewa : 2.63813e-0657 n=12: r�ownomierne : 5.28989e-06 Czebyszewa : 4.30234e-0758 n=13: r�ownomierne : 6.33254e-07 Czebyszewa : 3.77133e-0859 n=14: r�ownomierne : 1.2569e-07 Czebyszewa : 5.37846e-0960 n=15: r�ownomierne : 1.29497e-08 Czebyszewa : 4.00793e-1061 n=16: r�ownomierne : 2.30215e-09 Czebyszewa : 5.08209e-1162 n=17: r�ownomierne : 2.07897e-10 Czebyszewa : 3.29181e-1263 n=18: r�ownomierne : 3.33209e-11 Czebyszewa : 3.76144e-1364 n=19: r�ownomierne : 2.43383e-12 Czebyszewa : 2.17604e-1465 n=20: r�ownomierne : 8.59091e-13 Czebyszewa : 3.9968e-156667 e^x:68 n= 1: r�ownomierne : 7.25372 Czebyszewa : 6.3890669 n= 2: r�ownomierne : 3.02816 Czebyszewa : 2.4742770 n= 3: r�ownomierne : 0.855997 Czebyszewa : 0.67511371 n= 4: r�ownomierne : 0.210596 Czebyszewa : 0.1481833



72 n= 5: r�ownomierne : 0.0458367 Czebyszewa : 0.027074973 n= 6: r�ownomierne : 0.00888191 Czebyszewa : 0.004223274 n= 7: r�ownomierne : 0.00154319 Czebyszewa : 0.00057357875 n= 8: r�ownomierne : 0.000242252 Czebyszewa : 6.89009e-0576 n= 9: r�ownomierne : 3.46194e-05 Czebyszewa : 7.4138e-0677 n=10: r�ownomierne : 4.53343e-06 Czebyszewa : 7.2204e-0778 n=11: r�ownomierne : 5.47355e-07 Czebyszewa : 6.42029e-0879 n=12: r�ownomierne : 6.12729e-08 Czebyszewa : 5.25058e-0980 n=13: r�ownomierne : 6.38941e-09 Czebyszewa : 3.97413e-1081 n=14: r�ownomierne : 6.23371e-10 Czebyszewa : 2.79909e-1182 n=15: r�ownomierne : 5.7141e-11 Czebyszewa : 1.84386e-1283 n=16: r�ownomierne : 4.86455e-12 Czebyszewa : 1.13687e-1384 n=17: r�ownomierne : 3.7037e-13 Czebyszewa : 8.88178e-1585 n=18: r�ownomierne : 6.57252e-14 Czebyszewa : 1.77636e-1586 n=19: r�ownomierne : 2.33591e-13 Czebyszewa : 1.77636e-1587 n=20: r�ownomierne : 3.5616e-13 Czebyszewa : 2.66454e-15Lizby przedstawione w powy
zszym listingu przybli
zaja� b la�d aproksymaji, to znazy warto�s�
||f − p||[a,b] = max

a≤x≤b
|f(x) − p(x)|gdzie a, b sa� ko�nami przedzia lu na kt�orym dokonujemy aproksymaji, f jest dana� aproksymowana� funkja�, pjest otrzymanym wielomianem aproksymuja�ym.4 WnioskiW og�olnym przypadku wzrost ilo�si we�z l�ow powoduje wzrost dok ladno�si aproksymaji. Rysunki () oraz (d)dobrze pokazuja� zaistnia la� sytuaje� � dla 5 we�z l�ow wykresy niemal pokrywaja� sie�, na listingu wida� natomiast,
ze dla wie�kszyh warto�si n b la�d jest jeszze mniejszy.Rysunki (a) oraz (b) prezentuja� tak zwane zjawisko Rungego1. Okazuje sie�, 
ze przy du
zej ilo�si r�owno-odleg lyh we�z l�ow, wielomian interpolayjny ma powa
zne k lopoty z aproksymaja� niekt�oryh funkji. Zahowaniewielomianu wynika z faktu, i
z jest on du
zego stopnia, zatem na kra�nah rozpatrywanyh przedzia l�ow heszybko ½uie� do niesko�nzono�si, podzas gdy musi przeia�� sie� z interpolowana� funkja� w wyznazonyhwe�z lah.Aby unikna�� efektu Rungego, stosuje sie� we�z ly Czebyszewa2. Rozmieszzone sa� one ge��siej przy kra�nahprzedzia lu, o uniemo
zliwia tak gwa ltowne osylaje wielomianu. Mo
zna udowodni�, 
ze rozmieszzenie we�z l�oww la�snie w ten spos�ob minimalizuje ostatni ilozyn ze wzoru (1):

n∏

i=0

(x − xi) ∈ Π̂nzynia� we�z ly Czebyszewa optymalnymi.Przy du
zyh ilo�siah we�z l�ow wie�ksze niedok ladno�si wynikaja� z b le�d�ow numeryznyh. Mo
zna pozna� tomie�dzy innymi po tym, 
ze wielomian nie przeina sie� z interpolowana� funkja� tak ze�sto jak powinien.Warto r�ownie
z zauwa
zy�, 
ze dla funkji zaprezentowanyh na rysunkah (a) i (b), dla parzystyh ilo�siwe�z l�ow dobranyh metoda� Czebyszewa interpolaja daje odrobine� gorsze wyniki ni
z dla ilo�si nieparzystyh.Wynika to z tego, 
ze �srodek przedzia lu (znajduja�y sie� w maksimum) jest we�z lem, gdy dysponujemy nieparzysta�ilo�sia� we�z l�ow, a to korzystnie wp lywa na aproksymaje�. Dla we�z l�ow r�ownoodleg lyh sytuaja jest odwrotna �nieparzysta ih ilo�s� powoduje wzmonienie efektu Rungego.1Carl David Tolm�e Runge, niemieki matematyk i �zyk (30 sierpnia 1856 � 3 styznia 1927)2Pafnutij Lwowiz Czebyszew, ros. Ïà�íóòèé Ëüâîâè÷ ×åáûø¼â, rosyjski matematyk (16 maja 1821 � 8 grudnia 1894)4


