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1 Tres$é zadania

Zdecyduj czy nastepujacy problem jest rekurencyjny: czy maszyna Turinga M kiedykolwiek pisze symbol rézny
od aktualnie czytanego? (czy zmienia cokolwiek na tasmie?) Czy jest on rekurencyjnie przeliczalny?

2 Rozwiazanie

Jezyk zdefiniowany przez powyzszy problem nazwijmy przez L. Rozwazmy dopelnienie tego jezyka L, to
znaczy L = {M : M nie zmienia nic na tasmie dla zadnego stowa wejsciowego}. M = (Q, 2,0, .5) jest maszyna
Turinga, |Q| = m, na tasmie na wej$ciu znajduje sie stowo g, ..., Tp_1.

Lemat 1 Maszyna M zapisze co$ innego niz przeczytata na tasmie, albo zapetli sie po (2m + n)m krokach.

Dowod

Wynika to z faktu, ze jesli maszyna nic nie bedzie pisa¢ na tasmie, to:

e nie moze wyjs$¢ dalej niz m blankow poza czytane stowo — jesli ma by¢ niezapetlona, to musi ,wiedzie¢”,
ze ma zawrdcié 1 wrocié z powrotem do stowa,

e jesli bedzie chodzi¢ po zg,...,T,—_1, to na maksymalnie n krokow wykorzysta jeden stan,

e jesli maszyna sie zapetli, wczesniej nic nie zapisawszy na tasmie, to wiadomo, ze pézZniej juz nic nie
zapisze.

Lemat 2 Jezeli maszyna M nie zmienia nic na tasmie dla zZadnych stow o diugosci < 2™, to nie zmienia nic
na ta$mie dla Zadnego stowa wejsciowego.



Stworzmy wiec maszyne M'(M; x), ktora symuluje zadang maszyne M (x) wykonujac rozkazy krok po kroku
sprawdzajac, czy maszyna zmienia co$ na tasmie i zliczajac ilo§¢ wykonanych krokéow. Jesli symbol na tasmie
ulegt zmianie, zwracamy , Tak”. Jezeli po (2m + n)m krokach maszyna nie zmienita nic na tasmie, zwracamy
,Nie”. Maszyna M'(M;x) rozstrzyga wiec, czy maszyna M zmienia co§ na stowie = (jej poprawno$é¢ zapewnia
lemat 1).

Rozwazmy teraz maszyne M" (M), ktora dla wszystkich mozliwych stow y o dtugosci < 2™ oblicza M’ (M;y).
Jesli dla ktoregokolwiek y wynikiem M'(M;y) jest »Lak”, to zwracamy ,Nie”. W przeciwnym przypadku,
zwracamy ,/ Tak”. Maszyna M" (M) rozstrzyga wiec jezyk L (na podstawie lematu 2).

Na podstawie powyzszych rozwazan i faktu, ze jezyki rekurencyjne sa zamkniete na domkniecie, wniosku-
jemy, ze L jest jezykiem rekurencyjnym (jest wiec réwniez rekurencyjnie przeliczalny).



