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1 Definicje problemow

3-SAT
Instancja: Formuta ¢ w postaci CNF, gdzie w kazdej klauzuli wystepuja doktadnie 3 literaty.
Pytanie: Czy ¢ jest spelnialna?

HITTING SET:
Instancja: Kolekcja C podzbioréw skoriczonego zbioru S oraz naturalna liczba k.
Pytanie: Czy S zawiera hitting set dla C' o rozmiarze k lub mniejszym, to znaczy podzbiér S’ zbioru S taki,
ze |S'] < ki taki, ze S” zawiera co najmniej jeden element z kazdego zbioru w C?

VERTEX COVER
Instancja: Graf G = (V, E), dodatnia liczba caltkowita k.
Pytanie: Czy G ma pokrycie wierzchotkowe o rozmiarze co najwyzej k, to znaczy podzbiér U zbioru V taki,
ze (V{Ul,vg} S E)(Ul ceUVu € Uv)7 ‘U| < k?

HAMILTON CYCLE
Instancja: Graf G = (V, E), gdzie V = {v1,...,v,}.
Pytanie: Czy istnieje permutacja II zbioru V taka, ze dla kazdego 1 < i < n zachodzi {vn(i),vn(iﬂ)} ek,
gdzie przez I1(n + 1) rozumiemy I1(0)?

TSP (D)
Instancja: Graf pelny G = (V| E), funkcja f : E — N oraz liczba k € N.
Pytanie: Czy istnieje permutacja II zbioru V taka, ze > . f(vn), vng41)) < k, gdzie przez I(n + 1)
rozumiemy I1(0)?



2 Zadania

Zadanie: Pokaz, ze problem HITTING SET jest NP-zupelny.
Rozwigzanie: Zredukujemy problem VERTEX COVER do problemu HITTING SET.

Redukcja 1: VERTEX COVER do HITTING SET

Wejscie: Graf G = (V, E), liczba naturalna k;
Wyjscie: Zbior S, kolekcja C' podzbioréow S, liczba naturalna ko
k2 = kl
S=V
C:=0
for {v1,v2} € E do
L C:=CU{{v1,v2}}
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Latwo zauwazy¢, ze redukcja 1 odbywa sie w pamieci logarytmicznej.

Zalozmy, ze S zawiera hitting set S’ dla C' o rozmiarze ks lub mniejszym. U = S’ jest wiec dobrym
pokryciem wierzchotkowym grafu G, gdyz kazda para {vi,v2} € C reprezentuje krawedz w grafie G.

Zalozmy, ze G ma pokrycie wierzchotkowe U. Wowezas S” = U jest hitting setem dla kolekeji C' (wszystkich
par wierzchotkow polaczonych krawedziami).

O
Zadanie: Pokaz, ze problem HAMILTON CYCLE jest NP-zupelny.
Rozwiazanie: Zredukujemy problem 3-SAT do problemu HAMILTON CYCLE.
Zalozmy, ze w formule ¢ wystepuje n zmiennych: xq,...,z,. Tworzymy wiec graf pokazany na rysunku 1,

ktory bedzie podgrafem docelowego grafu G.
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Rysunek 1: Podgraf grafu G stworzony dla kazdej zmiennej wystepujacej w ¢.

Musimy réwniez zdefiniowa¢ konstrukcje taczenia dwoch krawedzi ,w wykluczajacy sie sposob”. Rysunek 2
pokazuje wykluczajace polaczenie krawedzi a z krawedzia b. Dodanie wierzchotkéw w ten sposéb powoduje,
ze przebieg Sciezki Hamiltona przez jedna z krawedzi wymusza wyjscie po tej samej stronie i uniemozliwia
ponowne przejscie przez druga krawedz.

Ponadto dla kazdej klauzuli C; = 1 VI3 V I3 wystepujacej w ¢ tworzymy trojkat, ktérego boki utozsamiamy
z l1,19,13 i taczymy wykluczajacymi polgczeniami z x;7 albo x;7 — tak aby literal odpowiadatl odpowiednie;j

zmiennej lub jej negacji.

Ponadto taczymy w klike wszystkie wierzchotki trojkatow oraz wierzchotki B, C.
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Rysunek 2: Definicja wykluczajacych sie krawedzi.

W powstalym grafie G istnieje cykl Hamiltona wtedy i tylko wtedy gdy ¢ jest spetnialna.

Udowodnijmy powyzsze twierdzenie. Mozemy bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze ewentualny cykl Hamiltona
zaczyna sie w wierzchotku A, koriczy natomiast w C. Sciezka przechodzi przez poddrzewo opisane na rysunku 1
definiujac waluacje. Gdy dojdziemy do wierzchotka 2, nalezy przej$¢ przez trojkaty, po czym, konczac, przejsc
do wierzchotka C i domknaé¢ cykl.

Powstale wartosciowanie spetnia ¢. By to pokazaé, nalezy zauwazy¢, ze przez wszystkie podgrafy wyklu-
czajace zachowuja sie tak, jakby dokonywaly wyboru dokladnie jednej krawedzi. Stad cykl wiedzie przez bok
trojkata odpowiadajacy literatowi wtedy i tylko wtedy, gdy literal jest réwny false, a to z kolei powoduje, ze
nie ma klauzul, ktorych wszystkie trzy literaty bylyby fatszywe. Formutla ¢ jest wiec spelniona.

Przypusémy teraz, ze istnieje wartosciowanie spelniajace formule ¢. Istnienie cyklu wynika z faktu, ze
cykl moze przebiega¢ przez podgraf pokazany na rysunku 1 zgodnie z danym wartosciowaniem. Nastepnie
pozostaje jeszcze reszta grafu bedaca ogromna klika, z pewnymi wierzchotkowo roztacznymi $ciezkami dtugosci
co najwyzej dwa. Poniewaz dostepne sg wszystkie mozliwe krawedzie, mozna wiec tatwo podtaczy¢ potrzebne
kawatki w Sciezke i uzupelié¢ caty cykl Hamiltona tak, by ostatecznie koriczyt sie wierzchotkiem C' i domykat
sie do A.

Zadanie: Zredukuj problem HAMILTON CYCLE do problemu TSP(D).
Rozwiagzanie: Tworzymy n miast (po jednym dla kazdego wierzchotka grafu). Kladziemy odleglosé¢ miedzy
miastami ¢, j réwng 1 gdy cykl Hamiltona zawiera krawedz {v;,v;} oraz réwna 2 w przeciwnym przypadku.
Ustalamy limit dla komiwojazera k = n.

Latwo jest zauwazy¢, ze komiwojazer zdazy przejé¢ przez wszystkie miasta w czasie k£ = n wtedy i tylko
wtedy, gdy graf G zawiera cykl Hamiltona (komiwojazer przechodzi wlasnie po tym cyklu).



